3. Blad funkcji obserwacji

Wykonywane pomiary posrednicza zwykle w wyznaczaniu pewnych wielko$ci nie
poddajacych si¢ bezposrednio pomiarowi.

Przyklad 1. Pole powierzchni dziatki w ksztalcie trapezu jest obliczane na podstawie
pomierzonych dlugosci bokéw 1 wysokosci (rys. 3.1):

b:=8637 mp:=0.01

h:=5722 mp:=0.01

o latb)h
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Budynek
HOE P=576491 m2

a:=115.13 mgy = 0.01

Rys. 3.1

Przyklad 2. Metoda biegunowa jest podstawowym sposobem pomiaru szczegdtow
terenowych, jak réwniez tyczenia w terenie projektowanych obiektow budowlanych.
Wspotrzegdne  punktu sa  wyznaczane na  podstawie  pomiaru  kierunku
a =308, my =101 odleglosci 4 := 100 m, my := 5 mm, wykonanego za pomoca tachimetru
ustawionego na punkcie osnowy geodezyjnej B w nawiazaniu do punktu osnowy A (rys.
3.2):

i Wspbtrzedne naroznika budynku P wzglgdem punktéw
A osnowy geodezyjnej A i B:
Budynek
P xp = d-cos 0(-i
x . 200
i . 4
! yp = d-sin| a-——
« Yd ( 200)
| xp = 89.101
BO 5 > yp = 45399
Rys. 3.2

Biad funkcji F' = F(x, y) obserwacji x +my, y +m, oblicza sig z definicji mz? = E(F-EF)?
przy zatozeniu, ze odchytka funkcji F'—EF jest rowna rdézniczce zupelne;j:

F—Ean—F(x—Ex)-i-a—F(y—Ey)
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m% = (ai)zmi i 2aiaimxy " (ai)zmg
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gdzie
mi =E(x- Ex)2 —wariancja x
mi =E(y— Ey)2 —wariancja y

My = E(x = Ex)(y — Ey) — kowariancja migdzy x i y



Podobnie, z definicji mpg = E(F-EF)(G—EG) oblicza si¢ kowariancj¢ btgdu funkcji
Flx,y) 1 G(x,p):
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Wzory te dla funkcji wielu obserwacji F(x,y,...,t), G(x,p,...,t), przyjmuja postac:
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lub krotko:

my =~fCf’

mpyg =fpCtL

W przypadku pomiardw niezaleznych - kowariancje zerowe otrzymuje sig:
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OF G, OF 8G , OF 3G
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Macierz
mp mpg - mpp | |fpCfE £.Cf5 o £.CEL
mpg  mg - omgr |_|fpClG fCEG - fGCEf
Mpr  mgp - mp | |f.CEL £ .CfL - f,Cf]

nazywana jest macierzq kowariancji btedu funkcji F(x, y,... ,t), G(x, y,...,t),...., T(x, y,....t).
Zalezno$¢ migdzy funkcjami F,G,..,I  wyraza si¢ czgsto za pomoca macierzy
wspotczynnikéw korelacji:



1 PrG " PFr
Prc L per

Prr Por 1
obliczonych z definicji: mpg = ppgmpmg, |p| < 1.

W szczegolnosci, przy zatozeniu jednakowych odchylen standardowych funkcji

mp=mg=..=mp=m macierz kowariancji przyjmuje postac:
2
mgp  Mpg - Mgp 1 PrG *° Prr
2
Mpg Mg+ Mgr|_ 2 Pré 1 per
2
Mpp  Mgp - Mp Per Por 1

Macierz kowariancji btedu funkcji F,G,...,T mozna rozpatrywac jako macierz kowariancji
wektorowej funkcji F(x) = [F(x), G(X)....,T(x)]T obserwacji wiclowymiarowej

X =[x, y,...0]1.
Z definicji Cg = E(F—EF)(F-EF)I, traktujac odchytke F—EF jak rozniczke zupetna
funkcji:

F—Ean—F(x—Ex)
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gdzie jakobian
OF / ox f
J_0F _|0G/ox|_|fg
S ox : |
or/ox| |f;

jest gradientem funkcji F(x), otrzymuje si¢
Cp=JCJ’

Podobnie jest obliczana macierz kowariancji bledu Cpg = E(F—EF)(G-EG)T funkcji
wektorowych F(x) 1 G(x)

Cre =JpCIL
gdzie Jp, J; sa gradientami funkcji F(x) 1 G(x).

Stad, w przypadku funkcji liniowych y = Ax + b, z = Bx + ¢ wektora obserwacji x o
macierzy kowariancji Cy:



Cy=AC,AT, Cy,=ACBT, C,= BC,BT

Wzory do obliczania btedu funkcji obserwacji nazywane sa
prawem przenoszenia bledow przypadkowych.

Przyklad 1 (ciag dalszy). Btad pola powierzchni dziatki wynosi (rys. 3.1):
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mpi= || ] ma +| | mp | = | mp =109 m2

Przyklad 2 (ciag dalszy). Bledy $rednie wspotrzednych pomierzonego punktu (rys. 3.2)
my, m,, 1 kowariancja bigdu wspotrzgdnych m,:

My = \/cos(a)z-md2+ dz-sin(az)z-mo,2 my = 2.15

ny = /sin(a)z-mdz + dz-cos(a)z-ma2 my = 4.78
= sin(a)-cos(@) mg” - & sinla)-cos(@) mg”

myy = sin\a)-cos\a)-mg —d -sil\a)-cos\a)-mg nyy = 6.62

stuza do obliczenia btedu potozenia punktu

2 2 . 2 2
mp = | my +my"  lub w postaci mp =,/ mg +d2~ma mp =524

oraz zestawienia macierzy btedu potozenia punktu:

2
Mxy ny

2
my Myy 4.619 6.622
C = C =

6.622 22.848

Na podstawie macierzy btedu polozenia punktu C jest obliczany btad potozenia punktu
w dowolnym kierunku, w szczegdlnosci ekstremalne wartosci biedu i ich kierunki



