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Co pomiar to inny wynik !

e 65.44, 65.49, 65.52, 65.47

g  metrow

| ¢ Pytania:

" = Dlaczego rdzne wyniki ?

= Co jest koncowym wynikiem ?
= Jaka jest doktadnos¢ pomiaru?
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ZRODLA
BLEDOW

Osobiste: Instrumentalne: Naturalne:
SODISIE: z powodu z powodu

- ogranlcz;enla niedoskonatosci zmian warunkow
ObSErwatora konstrukgciji lub _ srodowiska w
- hieuwaga niedoskonatosci jakich pomiar jest

obserwatora rektyfikacii wykonywany
instrumentéw
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Personal:

- limitaion of observer
(the ability to repeat
the same
measurement)

- carelessness of
the observer

SOURCES
OF ERRORS

Instrumental:

- Due to imperfect
construction or
incomplete
adjustment
of the instrument
- e.g. Incorrect
graduation

Natural:

- Due to changing
environmental
conditions in which
the measurements
are made
e.g. Temperature variation
causes
expansion/contraction
of the chain
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Typy obserwacji

N

L

typ obserwaciji

obserwacje obserwacje

bezposrednie posrednie

w tych samych

w roznorodnych
warunkach Y

warunkach
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Type of observations

N

L

Types of observations

Under the same Under different
conditions conditions
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Obserwacje bezposrednie

N

L

Przyktadem pomiaru
bezposredniego jest
kilkakrotny pomiar tasma
stalowg odlegtosci miedzy
pewnymi punktami A i B
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Obserwacje bezposrednie

N

L

e Pomiar kata
poziomego

e praktyka z geodezji,

lato 2004
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Obserwacje posrednie

N

L

e (Celem tego pomiaru jest
wyznaczenie odleglosci
miedzy punktami A i B oraz
C i B. Punkt B jest
niedostepny, gdyz znajduje
sie za rzeka.

e W tym celu nalezy pomierzyc
odlegtos¢ b zwang bazg oraz
trzy katy w trdjkacie.

e 7 twierdzenia sinusow
mozna obliczy¢ odlegtosci a i
C.
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o
L W W

ec
ec

ec

Klasyfikacja btedow

y grube
y systematyczne
y przypadkowe
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Omyiki lub biedy grube

N
\J

e Charakterystyka: ich wielkosc jest stosunkowo duza, mata lub rozna
w porownaniu do mierzonej wielkosci (obserwacja odstajaca).

e Zroédio btedu: personalne (brak uwagi obserwatora).
e Skutek: obserwacje niejednorodne.

e Zalecane postepowanie: obserwacja taka musi by¢ wykryta i
usunieta z serii pomiarowej.

o Przyktad: Liczac przy pomiarze odlegfosci ilosc przytozeri tasmy,
zapisano w dzienniku pomiarowym o jedno przytozenie za mafto lub za
duzo popetniajgc przez to bfad 20 m.
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Btedy systematyczne

o Charakterystyka: wystepujg w deterministyczny sposob, jesli znany to
jest mozliwosc¢ ich wyeliminowania na drodze rachunkowej.

e Zrédia bltedéw: z powodu instrumentéw, $rodowiska, cziowieka badz ich
kombinacji.

o Skutek: przesuniecie wszystkich obserwacji, ktore jesli jest state to jego
wielkosC i znak pozostajq niezmienne w czasie pomiaru.

o Zalecane postepowanie: koniecznie powinny by¢ zidentyfikowane i
wyeliminowane z wyniku pomiaru.

e Jako przyktad tego rodzaju btedu moze postuzyc btad wywotany
wydfuzeniem lub skroceniem sie tasmy mierniczej pod wplywem
temperatury.
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Graficzna ilustracja btedow grubych i
systematycznych

N

L

-
9 y systematyczne

/
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Bltedy przypadkowe

o Charakterystyka: sg to btedy, jakie tkwig w wyniku pomiaru po
usunieciu btedéw grubych i systematycznych. Nie mozna opisac
ich zadnym modelem deterministycznym. Do ich modelowania
stosuje sie jedynie model stochastyczny.

o Zrédia bledéw: personalne, instrumentalne i $rodowisko.
o Skutek:
e Zalecane postepowanie:
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Btad prawdziwy I pozorny

N

e Btad prawdziwy ¢ =1L - |,

e Poniewaz L nigdy nie jest znane, ¢ rowniez nigdy nie
jest znane.

e Na szczescie obydwie wielkosci mogq byc
oszacowane. Oszacowanie btedu prawdziwego
nazywa sie btedem pozornym

* V; =X - |., gdzie X jest oszacowaniem wielkosci L.
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True error and residuals

L

e True error & =L - |, , because L is never known, &
IS never known too,

e Residuals are defined in the following way v; =x-/,
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Oszacowanie mierzonej wielkosci

N

L

e (Oszacowanie mierzonej wielkosci i jej btedu nie jest

zagadnieniem ani prostym ani {atwym. Opanowanie tej
umiejetnosci  wymaga  studiow z  zakresu  rachunku
wyrownawczego. Tu  przedstawimy tylko elementarne
wiadomosci z tego zakresu.

Wykonano n pomiarow wielkosci L (I;,l5.....1.). Intuicyjnie jest
zrozumiatym, ze srednia arytmetyczna

1@
X_nizzllli

¢ jest najlepszym oszacowaniem nieznanej wielkosci L
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Przykiad liczbowy 1

N

nr. obserwacje Vv
[m] [m]
1 65.43 -0.048
2 65.49 0.012
3 65.52 0.042
4 65.47 -0.008
5 65.48 0.002
Srednia =65.478 | Suma =0.000
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Suma v; zawsze jest rowna zero

L

V2=|2'X n

dYv=>1-nx=)1->1=0

v, =1 -X

>V =] - nx

Wyktfad 2 "Podstawowe wiadomosci z teorii btedow"

20




Uzasadnienie, ze Srednia arytmetyczna
jest najlepszym oszacowaniem

N

e (Co znaczy ,najlepsze oszacowanie” ?
D =i
e Aby poprawki byty minimum

+ Pierwsza pochodna musi by¢ réwna zero,
+ Druga pochodna wieksza od zera
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Histogram

Mierzona
odlegtos¢

[m]

231.231
231.228
231.235
231.223
231.221
231.219
231.221
231.232
231.225
231.228
231.234
231.227
231.226
231.229
231.231
231.222
231.233
231.219
231.239
231.233
231.223

Poprawki v po
uszeregowaniu
[mm]

-6.4
-4.4
-4.4
-3.4
-2.4
-1.4
-1.4
-0.4
-0.4
-0.4
-0.4
-0.4
-0.4
0.6
2.6
2.6
2.6
2.6
3.6
4.6
6.6

231.228
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Krzywa Gaussa

N

L

e Wielu uczonych od lat
probowato opisac histogram
krzywgq. Ostatecznie -
powszechnie zaakceptowano f®
model podany przez Gaussa
(krzywa Gaussa), ktorej
analityczny wzor jest

h 200
f(S) = ﬁe_h ¢

«— F=
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Gauss

N

L

e (Carl Friedrich Gauss lived
from 1777 to 1855.

e Gauss worked in a wide
variety of fields in both
mathematics and physics
including number theory,
analysis, differential
geometry, geodesy,
magnetism, astronomy and
optics.

e His work has had an
immense influence in many
areas.
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Wiasciwosci krzywej Gaussa

N

L

e Pole pod krzywgq jest rowne jednosci,

e Krzywa jest symetryczna wzgledem ¢ = 0.
Prawdopodobienstwo wystepowania btedow
dodatnich i ujemnych jest jednakowe,

e Prawdopodobienstwo wystepowania matych btedéw
jest bardzo duze,

e Prawdopodobienstwo wystepowania bardzo duzych
btedow jest praktycznie niemozliwe.
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Ocena Wyniku Pomiaru

L

e Precyzja: pomiaru jest to stopien wzajemnej bliskosci
pomiarow tej samej wielkosci. Precyzja pomiaru jest obarczona
wptywem tylko bteddw przypadkowych.

o Dokladnos¢: stopien zblizenia pomiardw do wielkosSci
prawdziwej. Doktadnos¢ pomiaru jest obarczona zarowno
btedami przypadkowymi jak i systematycznymi.

* Niepewnos¢: jest to wielkos¢ przedziatu wewnatrz ktérego
mieszczg sie btedy pomiarowe.
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Precyzjai dokladnos¢

N

L

e pomiary precyzyjne ale
niedoktadne

e pomiary nieprecyzyjne ale
doktadne
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Precyzja i dokladnos¢

N

L

pomiary nieprecyzyjne i
niedoktadne

pomiary precyzyjne i
doktadne
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Precyzja i dokladnos¢

N

L

Precyzja

Doktadnosc¢ >

e W przypadku braku wystepowania btedow systematycznych,
pojecie doktadnosci pomiaru jest rownowazne z pojeciem
precyzji.
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Miary Precyzji

o
L W W

ac
ac

ac

przecietny
prawdopodobny
Sredni (estymator odchylenia standardowego)
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Btad przecietny

N
\J

prébka losowa

L= niewiadome L = znane

1 @ 1
=_1§Vi v, =D E

n =

e Blad przecietny v, jest to Srednia arytmetyczna bezwzglednych
wartosci btedow probki losowej (serii pomiarowej)
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Btad prawdopodobny

N

e potowa bteddw pomiarowych jest mniejsza od P,
natomiast druga potowa btedow jest wieksza od
btedu P..

+ 50% z |v;|>P, 50% z |v;|<P,

e W przypadku parzystej liczby btedéw. &=

)

o W przypadku nieparzystej liczby btedow.

(2
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Przykiad liczbowy 2

nr. r'w \Y vV
Obse[m]aqe o [Lnl] Blad prawd.
1 65.43 -0.048 4.8 - 4.8
2 65.49 0.012 1.2 - 0.8
3 65.52 0.042 4.2 0.2
4 65.47 -0.008 0.8 1.2
5 65.48 0.002 0.2 4.2
Srednia =65.478 suma bt. prz. =2.8 | bt.praw.=0.2
=0.000
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Biad sredni

N
\J

prébka losowa

L= niewiadome L = znane

- L3 m’ = 3¢

n—175I n i=t

* Btad sredni m jest definiowany jako pierwiastek kwadratowy
sredniej arytmetycznej sumy kwadratow btedow.
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Przykiad liczbowy 3

nr. obserwacje Vv \Z
[m] [m] [cm2]
1 65.43 -0.048 23.0
2 65.49 0.012 1.4
3 65.52 0.042 17.6
4 65.47 -0.008 0.6
5 65.48 0.002 0.0
Srednia =65.478 | Suma = 0.000 | Suma = 42.8
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Cenna wilasciwosc¢

N

L

prawdopodobienstwo wystgpienia
przypadkowego btedu w przedziale -
m<e<m jest rowne 0.683, w
przedziale —2m<eg<2m wynosi 0.954,
natomiast w przedziale —3m<g<3m
jest rowne 0.997.

W praktyce przedziat 3m jest
uwazany jako granica wystepowania
bteddw i uwaza sie, ze obserwacje
obarczone btedami przekraczajgcymi
te granice powinny by¢ odrzucone
jako obserwacje btedne.

f(e)
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Obserwacje bezposrednie jednakowo i nie
jednakowo doktadne

N

e Przez obserwacje bezposrednie jednakowo doktadne
rozumiemy obserwacje wykonane w tych samych
warunkach, to znaczy, ze obserwator, instrument i
Srodowisko jest takie same

e Przez obserwacje bezposrednie nie jednakowo
doktadne rozumiemy obserwacje bezposrednie
wykonane w odmiennych warunkach, oznacza to, ze
obserwator, instrument lub warunki Srodowiska
ulegty zmianie.
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Wagi

N

e W celu uwzglednienia réznicy w doktadnosci ,,pomiarow”
wprowadzono nowe pojecie zwane wagq

P=—3

m

gdzie k jest wspodtczynnikiem proporcjonalnosci.
Przyktad: m,;=0.5, m,=0.25,

k=1 p,=2, p,=4
k=4 p,=8, p,=16
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Wagi

N

e Jesli pewna obserwacja ma wage rowng jednosci (p=1), to
kwadrat btedu Sredniego oznaczany jest przez m, i wynosi:

1:k/m§

e / czego wynika, ze

. 2
k=m,

e A zatem wspotczynnik proporcjonalnosci jest niczym innym jak
kwadratem btedu Sredniego obserwacji o wadze réwnej
jednosci. Dlatego ostatecznie mamy

p=m,/m’
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Wagi

e Wagi sq definiowane:
= Wagi sa to liczby odwrotnie proporcjonalne do wartosci
kwadratu btedu Sredniego,

= Wagi sq to liczby dodatnie, ktore wyrazajq liczby jednakowo
doktadnych obserwacji.
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Ogolna srednia arytmetyczna

N

L

e Jezeli rozwazymy n obserwacji I, |, |5 ...z wagami p,, p,, p ...to
wowczas warunek s o2 — i Ma postac o2 - min

czyli pierwsza pochodna musi by¢ rowna zero

dszZ dv dv
(dﬁ )zzplvl cbz1 *2paYs dxz

+..=0

PV, +D,V, +..= > pv=0

p, (& =1,)+p,(8=1,)+..=0
_ pd, +p,l; +... _ Zpl I >pv’
P, + P, > p (n-1)

(p1 TP, "')52 =p,l, +p,l, +.. — X
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Prawo przenoszenia sie btedow

N

L

Przez przenoszenie sie bteddw rozumiemy proces polegajacy na ocenie
bteddw obliczonych wielkosci niewiadomych Y bedacych funkcjg
btedow wielkosci mierzonych £

y=a+bx

Jesli zastosujemy koncepcje wielkosci prawdziwej to zgodnie z tg
intencjg mozna napisac, ze

y, =a+bx,

Poniewaz btad pomiaru jest zdefiniowany jako roznica miedzy
wielkoscig pomierzong a wielkoscig prawdziwg, to

y—y, =b(x—x,)
Co W skrocie mozna napisac w postaci

dy = b dx c,=bo,

Wyktfad 2 "Podstawowe wiadomosci z teorii btedow"
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Przykiad

N

L

nr K?t A=l-lg Wapga PA ' pv pvv
1 23.4067 67 1 67 -13 -13 161
2 23.4011 53 2 106 1 3 3
3 23.4042 42 3 126 12 37 454
4 23.4093 61 4 244 -7 -27 180
suma = 10 543 -6 0 798
x=23.4000+0.0054=23.40549 m, =0.00169
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Biad sredni z pary pomiarow

N

L

e |, obserwacja z btedem prawdziwym ¢g;, |, obserwacja
z btedem prawdziwym g, to

I, +g, =1, +g, 1, -1, =-¢, +¢, d, =-¢ +g,
>d’ m, | [>d&

mdzi deim \/5 m =t—=4
n © 2 2n
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Prawo przenoszenia sie btedow

N

L

e Przez przenoszenie sie btedow rozumiemy proces polegajacy na ocenie
bteddw obliczonych wielkosci niewiadomych y bedacych funkcjg
wielkosSci mierzonych x.

e Rozwazmy prosty przyktad. WielkosC y zostata wyznaczona z pomiaru

wielkosci x z zaleznosci
y=ax+b

Jesli x, — wielkos¢ prawdziwa, x — wielkoS¢ mierzona, dx bfad pomiaru to

X=XL+dX y, =ax; +b y=ax+b=a(x, +dx)+b=ax, +b+adx =y, +adx

d
dy =a dx dy=ldx

dx

Wyktfad 2 "Podstawowe wiadomosci z teorii btedow"
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Funkcja liniowa i dowolna

N

L

2 2 2
y=1+L+... m =m +m,+..

Przykiad. Odcinek AB sktada sie z dwoch czesci. Pierwsza
czeS¢ pomierzono z btedem Srednim £3 cm, drugq czesc
pomierzono z btedem Srednim +£8 cm. Oblicz btad Sredni

odcinka AB?

i o D 2
y=al +al +... m, =a m, +a,m, +....

Przykilad. Odlegtos¢ pomierzona dalmierzem oblicza sie
wedtug wzoru d=Kk |, gdzie | jest mierzonym odcinkiem na tacie
z btedem srednim £3 mm. Oblicz btad mierzonej odlegtosci d
jesli stata k = 100.

Wyktfad 2 "Podstawowe wiadomosci z teorii btedow"
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Dowolna funkcja

N

— m_,m_ ... m NER of ) of )
V=1(X,Xpeeeee) DM el mi—(aXl]mil+(axzjmiz+..{axn]min

Przyktad. Pomierzono dziatke w ksztatcie prostokata o
bokach a = 123.54 m, i b= 54.34 m. Bok a pomierzono z

btedem srednim £3 cm, a bok b z bledem Srednim +£6 cm.

Oblicz btad powierzchni dziatki.

Wyktfad 2 "Podstawowe wiadomosci z teorii btedow"
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Thank you for attention
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Pomiar czyli obserwacja geodezyjna

N

L

e Obserwacje (I, I, ...I.) sa wykonywane okreslonymi
instrumentami (tasma stalowa, teodolit) przez
okresSlonego obserwatora i w okreslonym srodowisku.

e \Wszystkie obserwacje sq obarczone btedami.

e Przez btad rozumiemy rdznice miedzy obserwacjq
pewnej wielkosci |. a jej wartoscig prawdziwg L, ktora
oczywiscie nigdy nie jest znana.

Wyktfad 2 "Podstawowe wiadomosci z teorii btedow"
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