Powszechnie stosowane do zageszczania osnow poziomych wciecia sa
podstawowymi zadaniami geodezyjnymi, polegajacymi na wyznaczeniu polozenia
sytuacyjnego (wspotrzednych X, Y) pojedynczego punktu szukanego (wcinanego), rzadziej
dwoch punktow (np. w zadaniach Hansena i1 Mareka) lub sporadycznie grupy kilku
punktow. Jest to mozliwe dzigki geometrycznemu powiazaniu punktow wcinanych
z punktami znanymi za pomoca pomierzonych w konstrukcji wcigcia tzw. elementow
wyznaczajqcych: katow poziomych 1 (lub) dtugosci bokow. Wciecia pojedyncze, nazywane
takze zwyklymi lub elementarnymi, sa zadaniami jednoznacznie wyznaczalnymi, a wiec
zawierajacymi tylko tyle spostrzezen n, ile jest niezbedne do okreslenia u niewiadomych
(n=u), ktérymi w tym przypadku sa wspotrzedne prostokatne X, Y punktow szukanych.
Jeden punkt wcinany dostarcza dwoch niewiadomych, totez w konstrukcji wecigcia
pojedynczego konieczny jest pomiar dwodch elementow wyznaczajacych. Wcigcia
pojedyncze nie zawieraja spostrzezen nadliczbowych, a tym samym nie wystepuje w nich
takze problem wyrownania. Wciecia wielokrotne w odroznieniu od wcie¢ pojedynczych
zawieraja wigce] spostrzezen niz niewiadomych (rn>wu), a wigc poszukiwane wspotrzedne
punktow wcietych uzyskujemy jako niewiadome w rezultacie wyrownania obserwacji.

W trakcie zaggszczania osnowy poziomej metoda wcie¢ moga wystepowac rozmaite
rodzaje linii celowania (celowych) klasyfikowanych wedtug dwoch kryteriow. Pierwszym z
nich jest sposob celowania wzdluz danego boku. W przypadku, gdy podczas pomiaru
katow poziomych o wspdlnym ramieniu AB celowanie odbywa si¢ zarowno w kierunku
A—B, jak 1 w kierunku przeciwnym B—A, to taka lini¢ celowania nazywamy celowq
dwustronnq, a na szkicach konstrukcji osndw zaznaczamy ja linia ciagla. Celowa
jednostronna jest linia, wzdtuz ktorej pomiar kierunku nastegpuje tylko z jej jednego konca.
Na drugim koncu celowej jednostronnej nie ma stanowiska teodolitu, a wigc nie wystepuje
drugie celowanie w kierunku przeciwnym. Brak mozliwosci obustronnego celowania
wynika przewaznie z braku widocznosci na drugim stanowisku lub niedostepnosci punktu
koncowego. Celowa jednostronng zaznaczamy na szkicach linia w potowie ciagla (od
strony stanowiska pomiaru kata), w polowie zas — przerywana.



Drugim kryterium podziatu celowych taczacych punkty znane 1 szukane, czyli tzw.
celowych wyznaczajqcych, jest rodza) punktu, bedacego stanowiskiem teodolitu podczas
pomiarOw katow poziomych. Celowe zewnetrzne (celowe w przod) sa liniam
wychodzacymi z punktow znanych w kierunku punktow szukanych (np. przy wcieciu
katowym w przod), natomiast celowe wewnetrzne (celowe wstecz) biegng w kierunku
odwrotnym, a wi¢c dla nich stanowisko pomiarowe znajduje si¢ na dostepnym punkcie
szukanym (wcinanym), z ktorego celujemy na punkty znane (przy wcieciu wstecz). Pojecie
celowych zewngtrznych 1 wewngtrznych przewaznie nie wystepuje podczas pomiarOw
liniowych, chociaz przy pomiarze odleglosci dalmierzami zaleznie od usytuowania ich
stanowisk uzywa si¢ nickiedy pojeC pomiarow lintowych w przod (zpunktow znanych) lub
wstecz (z punktu wyznaczanego).

Wcigcia pojedyncze odgrywaja w praktyce geodezyjne; duza rolg, umozliwiajac
szybkie 1 fatwe wyznaczenie potozen punktow dostepnych 1 niedostgpnych. Wsrod licznych
zastosowan tych wcie¢C mozna wymieniC: okreslenie wspolrzednych przyblizonych do



wyrownania osndw poziomych, inwentaryzacja elewacji budowli, pomiary odksztalcen i
przemieszczen, okreslanie punktow pomocniczych podczas prac fotogrametrycznych,
topograficznych 1 innych.

9.2. Katowe wciecie w przéd

9.2.1. Konstrukcja wciecia

Katowe wcigecie w przod polega na
okresleniu wspotrzednych punktu weinanego P (rys.
9.1) na podstawie danych wyjsciowych, ktorymi sa:
dwa katy poziome o, [} pomierzone w trojkacie
ABP na stanowiskach: 4, B, bedacych punktami
o znanych wspotrzednych X, Y.

Bok AB stanowi tzw. baze wciecia, za$
celowe zewngtrzne biegnace od punktow znanych
do punktu szukanego sa jak wiadomo celowymi
(kierunkami) w przod, od ktorych pochodzi nazwa
tego wecigcia. Rozwiazanie zadania ma w tym
przypadku charakter jednoznaczny, poniewaz w
trojkacie ABP znane sg tylko trzy elementy: dtugos¢
boku AB — dis okreslona poprzez wspoOtrzedne
punktow koncowych bazy oraz dwa katy

wierzchotkowe troikata: ., B .

Rys. 9.1. Katowe wcigcie w przod



9.2.2. Klasyczne rozwigzanie kgtowego wciecia w przéd

Kolejnos¢ czynnosci prowadzacych do obliczenia wspotrzednych punktu
wcinanego P jest nastepujaca:
1. Obliczenie azymutu 445 1 dlugosci d.s boku AB ze wspotrzednych.
2. Obliczenie azymutdw A4 4p, Azr bokOW wcinajacych AP, BP.
Zgodnie z rys. 9.1 azymuty te wynosza: A, = A4p + o oraz  App=Api—P .
3. Obliczenie dtugosci d.p, dgr bokdw wcinajacych AP, BP na podstawie twierdzenia
SINUSOW:

d d
AB ; AB
-sin 3 oraz dpp =

AP = . : - sinal
sin (o0 + ) sin(a + )

4. Obliczenie przyrostow wspotrzednych bokow wceinajacych AP, BP:
Axsp = dsp - COS Aap 3 Ayap = dap - SIN Ayp
oraz

AyAP = dBp' COS ABP 5 Apr = dBp - COS ABP.

5. Dwukrotnie obliczenie wspotrzednych punktu P na podstawie:
a) wspotrzednych punktu 4 1 przyrostow boku AP: Xp=X,+Axup; Yp =Y +Aysp
b) wspotrzednych punktu B 1 przyrostow boku BP: Xp =Xz+ Axsp; Yr=Y4 +Aysp
Pelna zgodnos¢ obu par wynikow stanowi pierwsza kontrolg¢ rachunkowa.



6. Dokonanie drugiej kontroli wyznaczenia wspotrzednych punktu P, polegajacej na
obliczeniu dwoma sposobami wartosci trzeciego kata y troéjkata ABP:
a) na podstawie obserwacji wyjsciowych, jako dopetnienia pomierzonych katow a
, B do 180° lub 200% y = 180°— (a+f ),
b) na podstawie wynikdw obliczen tj. wspotrzednych punktu wcigtego P
1 wspotrzednych punktdéw znanych: 4, B.
Rezultaty obu obliczen powinny by¢ jednakowe.



9.2.3. Obliczenie katowego wciecia w przod za pomocg symboli S. Hausbrandta

Opisany wyzej sposob obliczen, polegajacy na rozwiazaniu trojkata ABP, mimo
swej przejrzystosci, jest jednak dos¢ pracochionny ze wzgledu na wieloetapowos¢
rachunku. Zadanie obliczenia wcigcia w przod mozna rozwigza¢ znaczni€ Sprawniej,
stosujac tylko jedna formute S. Hausbrandta, oparta na jego pomocniczych symbolach
rachunkowych:

XA YA
-1 ctgp

Xp B
+1 ctga

(Xp,Yp)= 9.1)

(1,2)

Po przeksztatceniu pomocniczych symboli rachunkowych na zapis algebraiczny
otrzymamy:

X, ctgB+Y, + X, -ctga-Y,
Xp =

ctga +ct
g gP 92)
v - X, +7Y, ctgB+X,;+Y; -ctga
P:

ctg a +ctgf3



Zestawigjac forme wyrazona wzorem (Y.1) nalezy pamigtac o prawidtowe]
konfiguracji punktow A, B 1katow a, B zgodnej na rys. 9.1, wedtug ktorego punkt 4 1 kat
o znajduja si¢ po prawej stronie bazy 1 trojkata wecigcia. Zmiana konfiguracji na
odwrotng (punkt 4 z lewej strony) zmienia wynik obliczen, ktory staje si¢ biedny.

Kontrole wcigcia przeprowadzamy tak samo jak w ramach poprzedniego sposobu
t]. poprzez dwukrotne obliczenie kata y (rys. 9.1) z dopetnienia katéw o, B do 180° 1 ze
wspotrzednych punktow A, B, P. Mozna przy tym wykorzysta¢ wzor na obliczenie kata ze
wspotrzednych, ktory wyrazony za pomoca symboli Hausbrandta 1 dostosowany do
oznaczen w trojkacie ABP przyjmuje postac:

Wyprowadzenia wzordw (9.1) 1 (9.2) mozna dokona¢ w oparciu o znane zadanie

obliczenia wspotrzednych punktu P na domiarze prostokatnym: 9.4)
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Rys. 9.2. Domiary
prostokatne punktu P

B A

Xp:XA ‘|‘l' COSAAB—h . SiIlAAB
Yp: YA ‘|‘l' sinAAB+h 'COSAAB

Na podstawie oznaczen z rys. 9.2 mozna napisac:
AP'=Il=h-ctga ; BP'=h-ctgf
a stad:
dis=AB = AP' + BP' = h-(ctg a + ctg B),
Wspoitczynniki kierunkowe: cos A4z, sin 445 wyniosa:
X,—-X, , Y, -7,

cosd,, = , SInAp =
A8 h(ctga +ctg B) A0 h(ctga +ctg )

Po podstawieniu powyzszych zaleznosci do wzorow (9.4)
otrzymamy:

Xp-X, Y, -Y,

Xp=X,+h-ctga - :
h(ctga +ctg 3) h(ctga +ctg 3)

Yo=Y, . Xg-X,

Yp =Y, + h-ctga - -
h(ctga +ctg B) h(ctga +ctg B)

Po skréceniu powyzszych rownan przez h, sprowadzeniu ich do wspolnego
mianownika 1 redukcji uzyskamy zamieszczone wczesniej wzory (9.2).



9.2.4. Ocena doktadnosci wciecia w przod

Ocen¢ doktadnosci wcigcia w przdd mozna przeprowadzi¢ dwiema metodami:
analityczna (rachunkowa) 1 analityczno-graficzna.

W metodzie analitycznej wyznaczamy Sredni blad polozenia punktu mp, ktory
wyraza si¢ wzorem:

mp = \/m)zr + iy (©-3)

Srednie btedy my , my wyznaczenia wspolrzednych punktu wecinanego P
wyznaczany jest na podstawie prawa przenoszenia si¢ btedow srednich, co zrealizowalismy
w ust. 7.4. Sredni blad potozenia punktu okreslonego za pomoca pojedynczego katowego
wcigcia w przod przedstawia wzor (7.20), ktory po uwzglednieniu oznaczen z rys. 9.1
przyjmie postac:

_ m, ) 2 2
M= e B) Jdi + &, (9.6)

Po wyeliminowaniu z zapisu dlugosci bokéw weinajacych mozna wyprowadzi¢
inng forme tego wzoru, uwzgledniajaca wielkosci wyjsciowe zadania:

d, - m

o

o sin*(o + B)

m sin’a + sin” B (9.7)

Gdy zachodzi przypadek, gdy trojkat ABP jest prostokatny, a wigc y =a + = 90°,
otrzymamy znacznie prostszy wzor:

mp= % dyp- m, (9.8)



Dla trojkata rownoramiennego po uwzglednieniu: a =pf oraz dsr =dzr WzOr na

sredni btad potozenia punktu wcinanego mp przyjmie postac:

S SLYSE (9.9)
. 2
4sinal - cos" o

Analiza wzordéw (9.6) — (9.9) pozwala na sformutowanie nastepujacych wnioskow

dotyczacych zasad projektowania wcigcia w przod:

Doktadnos¢ wyznaczenia potozenia punktu P zalezy od dlugosci bazy dus 1
doktadnosci pomiaru katow a, p.

Na doktadnos¢ wcigcia maja wptyw: dlugosci bokdéw weinajacych, bedacych
funkcja dlugosci bazy 1 wartosci katow a, £ .

Najkorzystniejsze jest wcigcie w przod, ktorego celowe wcinajace maja
jednakowa dlugos¢, zas kat wcigcia y =180°— (a + p) jest zblizony do kata
prostego. Z analizy doktadnosci wynika, ze optymalny kat wcigcia jest nieco
wiekszy 1 wynosi: y =109°28" (121,63¢#).

Trojkat ABP powinien by¢ tak zbudowany, aby kat wciecia y zawieral sig
w przedziale od 45° do 135°.

Zmiana stosunku dtugosci celowych wcinajacych AP, BP wzgledem ilorazu 1:1
wplywa w wigkszym stopniu na pogorszenie wynikdw wcigcia niz odchylenie
kata y od 90°, z tego powodu stosunek dtugosci bokoéw wecinajacych: dtuzszego
do krotszego nie powinien by¢ wigkszy od 2:1.



Metoda analityczno-graficzna oceny doktadnosci wybranego wcigcia opiera si¢ na
wykresleniu tzw. wsteg wahan oraz figury bledow uzyskiwane] w wyniku przecigcia si¢ z
soba co najmniej dwu wsteg. Przy zatozeniu okreslonej doktadnosci pomiaru elementow
wyznaczajacych potozenie szukanego punktu P, wstgga wahan stanowi miejsce
geometryczne jego mozliwych potozen. Jesli na znanym punkcie A zostanie dokonana
obserwacja katowa a w celu wyznaczenia pozycji szukanego punktu P, to przyjmujac na
razie bezblednos¢ pomiaru kata o zawartego pomiedzy baza wciecia w przod a celowa
wcinajaca, miejscem geometrycznym punktow, na ktorym znajduje si¢ punkt wcinany, jest
linia prosta tworzaca z baza AB pomierzony kat a (rys. 9.3).

P ~f5-
\O\ ~ ~€ ~ \\\\\
~ ~< 0 ~o
~ S~
a
B /s A B /> A
Rys. 9.3. Katowy element wyznaczajacy Rys. 9.4. Zakres btedu kata

A

Rys. 9.5. Wstega wahan elementu katowego wcigcia w przdd



Obserwacja ta jest jednak obarczona nieznanym btedem prawdziwym e, ktory
z jednakowym prawdopodobienstwem moze przyja¢ zardéwno wartos¢ dodatnia jak
iuyjemna. Miara doktadnosci kata jest jego sSredni biad +m,, totez jako miejsce
geometryczne punktu P mozna uzna¢ obszar zawarty pomi¢dzy ramionami kata
o rozwartosci ramion 2m,, ktorego dwusieczna stanowi tzw. oS wyznaczajqcq, za$ jego
wierzchotkiem jest znany punkt A4 (rys. 9.4). W bliskim otoczeniu punktu P przyjmiemy, ze
polproste, stanowiace ramiona kata 2m,, biegna rownolegle do osi (rys. 9.5). Blad
wynikajacy z tego zatozenia jest znikomy, poniewaz dla celowej dluzszej od 20 m
odchylenie poélprostej od rownoleglosci w otoczeniu punktu P nie przekracza 1 mm i
szybko zmniejsza si¢ wraz ze wzrostem dlugosci celowej. Mozna wigc stwierdzi¢, ze
miejscem geometrycznym mozliwych potozen punktu P jest przestrzen pomigedzy dwiema
prostymi rownoleglymi wykreslonymi po obu stronach osi wyznaczajacej w odlegtosci e,
zwanej szerokosciq wstegi wahan. Kat m, wyrazony w mierze tukowej bedzie wynosit:

mo= o (9.10)

stad szerokoS¢ wstggi wyraza wzor:
Co — dAP "My

9.11)



SzerokosS¢ wstegi wahan stanowi liniowa miare doktadnosci pomiaru kata. Jak
wiadomo do okreslenia potozenia punktu P w oparciu o baz¢ AB nalezy wykonac co
najmniej dwie obserwacje: dwie katowe (wcigcie w przod), dwie liniowe (wcigcie liniowe)
lub jedna katowa a druga liniowa (wcigcie kombinowane). Dla wcigcia katowego w przod
figura btedow w postaci rownolegloboku powstaje w wyniku przecigcia sie dwu wsteg
wahan o szerokosciach e, 1 e; dla katow: a 1 f (rys. 9.6). Wcinany punkt P znajduje si¢
w przestrzeni mieszczace] si¢ w granicach przecigcia obszarow obydwu wsteg, ktore

utworza rownolegtobok o polu Pr wynoszacym:

e, e
b =4—
siny

(9.12)

Po wprowadzeniu do wzoru (9.12) zaleznosci (9.11) oraz przyjeciu jednakowe]
doktadnos$ci pomiaru obydwu katéw otrzymamy wzor na pole figury bledéw katowego
wciecia w przod:

4dAPdBP . 2

" ine By (9.13)

Wyznaczenie polozenia punktu P bedzie najdoktadniejsze wowczas, gdy pole Pr
bedzie najmniejsze. Nastapi to w przypadku, gdy sin y, czyli sin(a + f ), osiagnie

maksymalnq wqrtoéc’ 1, a wigc kat P/,
wcigcia y bedzie wtedy réwny 90°, AL

lecz jak wspomniano juz wcze$niej, LS \ie:\
powinien takze by¢ spetniony wymog . . 3

zminimalizowania powierzchni
trojkata ABP. Kompromis obu
postulatow wystepuje dla kata y
rownego 109,47°, o czym byla mowa
juz uprzednio.

Rys. 9.6. Figura bledow katowego wcigcia w przod



W celu dokonania graficznej analizy doktadnosci wcigcia nalezy wykonac¢ rysunek
jego konstrukcji w mniejszej skali, dostosowanej do rozmiarow trojkata ABP 1 arkusza
szkicu, np. w skali: 1:1000, 1:10 000, 1:25 000 lub 1:50 000. Na rysunku tym w otoczeniu
punktu wcinanego wykreslamy wstegi wahan w znacznie wigkszej skali np. 1:1, 1:2, 1:5,
1:10 lub 1:100, odmierzajac obliczone wczesniej szerokosci wsteg po obu stronach osi
wyznaczajacych.

Wadliwos¢ 1zbyt niska doktadnos¢ konstrukcji mozna rozpozna¢ na podstawie
oceny ksztaltu figury btedow. Najczestszym tego objawem sa nadmiernie szerokie wstegi
lub zbyt ostry kat ich przecigcia.

Zaleta konstrukcji katowego wcigcia w  przod jest mozliwos¢ okreslenia
wspotrzednych punktow niedostepnych, lecz widocznych z obu koncéw bazy. Z uwagi na
to, ze zadanie to jest jednoznacznie wyznaczalne, a wigc nie zapewnia kontroli obserwacii,
wskazane jest pomierzenie jakiegos elementu sprawdzajacego np. dodatkowego kata, boku,
wysokosci trojkata, odlegtosci miedzy punktami wcinanymi z sasiednich weigc itp.



