9.6. Wciecie wstecz

Pojedyncze wrcigcie wstecz polega na
wyznaczeniu wspotrzednych punktu wcinanego P na
podstawie katow: a, f (lub ai, a,) pomierzonych na
stanowisku P do trzech punktow 4, B, C o znanych
wspotrzednych (rys. 9.13). Zadanie to ma tylko jedno
rozwiazanie, poniewaz zawiera dwie obserwacje
niezb¢dne do okreslenia dwu niewiadomych Xr, Y»r
(n=u=2). Nazwa wcigcia pochodzi od nazw
celowych, zwanych celowymi wewnetrznymi lub
celowymi wstecz, ktore tacza stanowisko pomiarowe,
ktorym jest szukany punkt P, z punktami znanymi.

Rys. 9.13. Wciecie wstecz Dla rozwiazania wcigcia wstecz opracowano

bardzo wiele metod rachunkowych 1 graficznych.

Sposrdd nich do najbardziej znanych naleza sposoby: Sneliusa-Pothenota (Kistnera),

Delambre'a, Collinsa, Ansermeta, Cassiniego a takze inne, opisane szczegdtowo
w literaturze geodezyjnej (w tym rowniez wlasne rozwigzanie autora tego podrecznika).

Rozwiazanie wcigcia wstecz sposobem klasycznym (sposobem Kastnera), znanym
takze jako zagadnienie Sneliusa-Pothenota, polega na znalezieniu katow pomocniczych: ¢,
w (rys. 9.14) 1 sprowadzeniu zadania do typowego wcigcia w przod, ktore dla kontroli




Rys. 9.14. Katy pomocnicze @, |/

mozna wyliczy¢ dwukrotnie z obu baz: AB = a oraz
BC =b.

Znajomos¢ wspotrzednych punktow 4, B, C
pozwala na obliczenie kata y ( ABC ), wyznaczenie
dhugosci: a = AB, b = BC 1 azymutow tych bokéw. Po
wprowadzeniu oznaczen: ¢ = PBA oraz w = PCB
na podstawie sumy katow w czworoboku ABCP
mozna napisac:

a+f+y+e+y=360°
stad: @ +w=360°—(at+pf+7y)

Polowa sumy katow pomocniczych wyniesie wigc:

0 sz\lf =1.[360°— (@ + B +7)]
9.31)

Celem dalszego postgpowania prowadzacego do okreslenia wartosci katow ¢, v,
jest wyznaczenie potowy roznicy tych katow.

Na podstawie twierdzenia sinusow w trojkatach ABP 1 BCP mozna dwukrotnie
zapisa¢ wzory na dlugos¢ ich wspolnego boku BP, a nastgpnie zréwnac ze soba prawe

strony obu rOwnan:

b

-sing = - siny

sin o sin 3

Przeksztalcenie tej rownosci daje nastgpujaca proporcje:

siny :sin@g=(a-sinB):(b-sin a)



Wyrazenie wystgpujace po prawej stronie powyzszego rOwnania jest znang
wielkoscia, ktora stanowi tangens pewnego, pomocniczego kata i, zas sposob obliczenia
funkcji tg u okresla wzor:

tgp=_ (9:32)
b-sina
lecz jednoczesnie:
sin\y
tg = sing ’ (9.32a)
a wiec:
- siny
. l-tgu sin@  sin@ —siny
tg(45—p)=lth = , = :
gu Sy sing + siny
sin

Na podstawie znanych wzorow trygonometrycznych na réznic¢ i sume sinusoOw
katow mozemy napisac:

— +
¢ \V_COS(Pz\If

sin ¢ — sin y = 2sin

oraz



¢y . Q+y

sin @ + sin y = 2¢0S

2
stad:
ZSin(P;W -cosq);w o -y i
tg(45° — ) = = tg -
&l W ) ¢y . Oty 2 ¢ +y
CcoS - s1n 5 tg 5

Po prostym przeksztalceniu zapiszemy rownanie na obliczenie tangensa polowy
roznicy katow pomocniczych ¢, v:

— +
@szﬂg@ v

tg - tg (45° — ) (9.33)

Na podstawie wartosci potowy sumy 1 potowy rdznicy katow ¢, v mozemy teraz
wyznaczy¢ oba poszukiwane katy pomocnicze:

oty O -Vy
P 5 5 (9.34)
Y :(P+\If I (9.35)

2 2



Znajac wartosci kata ¢ i elementéw trojkata ABP, obliczymy kat J°, a nastepnie
wspotrzedne punktu P wedlug znanej procedury wcigcia w przod. W sasiednim trojkacie
BCP po uprzednim okresleniu kata ¢ mozna dla kontroli rachunku rozwiaza¢ drugie
wcigcie w przod. Po obliczeniu katdw: 0, € mozemy tez sprawdzi¢, czy suma tych katow

jest rowna obliczonemu wczesniej katowi .
wspotrzednych punktu P polega na obliczeniu ze
wspotrzednych przynajmniej jednego danego kata
np. APB=a, BPC=pf lub APC =a+p.
Wcigcie wstecz  jest konstrukcja
niewyznaczalng w przypadku, gdy na okregu
opisujacym trojkat utworzony przez punkty znane:
A, B, C , zwanym okregiem niebezpiecznym,
znajduje si¢ takze wcinany punkt P. Jak wynika
zrysunku 9.15 istnieje nieograniczona liczba
punktow: P, P’, P’,... P", potozonych na tuku ponad
cigciwa AC, z ktorych odcinki AB, BC wida¢ pod
tymi samymi katami a, f, awigc dla ustalonych
danych wyjsciowych istnieje nieskonczenie wiele
rozwigzan. Jesli punkt P znajduje si¢ blisko okregu
niebezpiecznego, wynik obliczenia wcigcia wstecz
jest bardzo niedoktadny, totez stosujac te
konstrukcj¢ nalezy sprawdzi¢ graficznie lub

Ostateczna kontrola wyznaczenia

Rys. 9.15. Okrag niebezpieczny

rachunkowo, czy nie zachodzi taki przypadek. Nie wystapi on na pewno, gdy punkt
wcinany znajduje si¢ wewnatrz trojkata ABC utworzonego przez punkty znane, najlepiej w



poblizu srodka okregu niebezpiecznego. Nierozwigzalnos¢ wcigcia wstecz, wystgpujaca w
przypadku, gdy punkty: 4,B,C,P znajduja si¢ na tym samym okrggu, wynika rowniez
z podanego nizej rozumowania:

Z rys. 9.15 widzimy, ze w opisywanej sytuacji katami trojkata ABC utworzonego
przez punkty znane, sa pomierzone katy a 1 £, natomiast trzeci kat y tego troéjkata mozemy
tatwo obliczy¢ ze wspotrzednych punktow 4, B, C, a wigc:

o+ f+y=180°
Jednoczesnie z sumy katow czworokata ABCP wynika zwiazek:
o+ p+y+e+y=360°
a zatem: @+ =180°1ub } (p + ) =90°
czyli sin ¢ = sin (180°—y )= sin ¥

Zgodnie z wzorem (9.32a) tangens pomocniczego kata p, rowny ilorazowi
sinusOw sin ¢ : sin y, bedzie w tym przypadku rowny jednosci, a stad p = 45°. W tej
sytuacji prawa strona wzoru (9.33) stanie si¢ symbolem nieoznaczonym, poniewaz:

cp;w g PtV

tg - 12 (45° —p) =tg 90° tg 0 = +o0-0

Gdy punkt P znajduje si¢ w poblizu okregu niebezpiecznego, wtedy suma potowy
katow pomocniczych ¢, y jest bliska 90°, wiec okre$lenie wartoéci tg 5 (¢ + ) jest bardzo
niedoktadne.



Sposrod wielu rozwigzan pojedynczego wcigcia wstecz najczesciej w praktyce
stosowany jest si¢ wygodny 1 szybki sposdb oparty na wzorach Hausbrandta, ktory
wykorzystujac znane symbole zmodyfikowal metode Delambre'a. Rachunek rozpoczyna si¢
od obliczenia przyrostow wspotrzednych na bokach utworzonych przez punkty znane: Axys
, Avap, Axac, Aysc oraz cotangensow katow: o, , o, (rys. 9.13). Wartosci te wstawiamy do
wzoru (9.36). Jego zasadniczym elementem jest forma rachunkowa zlozona F, sktada si¢
z dwoch form rachunkowych prostych: £, g.

Ax Ay Ax Ay
F = fg — AB AB AC AC (936)
+ctga, +1 |—ctga, -1
Z formy F obliczamy wartosci nast¢pujacych funkcji: 11, fo, F, F> oraz Fy= o
2
5o

Nastepnie zestawiamy kolejng forme¢ rachunkowa: ¢ = 1 obliczamy z niej

F

0
wartos¢ funkcj1 wzglednej kwadratowe) g3, rOwna przyrostowi Ax p.

VA
F.o +1

0

+1

Axp = QOni— (9-37)

[1]

Drugi przyrost boku AP tj. Ay obliczymy wedlug zaleznosci:
Ayap=— Fo* Axap (9.38)

Wyznaczenie przyrostow Ax,pr. Aysr pozwala na obliczenie wspotrzednych punktu P:



Xp=Xu+Mxap ; Yr=Ysi+ Ayur
Kontrole¢ rachunku stanowi obliczenie ze wspotrzednych co najmniej jednego

z katow: a;, o, lub  BPC =P (rys. 9.13).
Uzasadnienie zaproponowanego przez S. Hausbrandta sposobu obliczania wcigcia

wstecz jest nastepujace:
Przyrosty wspotrzednych boku PB: Axps, Axps mozna zapisa¢ w postaci sum:

AXPB :AXPA + AXAB oraz AyPB :AypA + AyAB
Po wprowadzeniu powyzszych zaleznosci do wzoréw na obliczenie katow o 1 o,

ze wspotrzednych otrzymamy rownania wyrazajace tangensy katow: a, o, , ktore nastgpnie
pomnozymy obustronnie przez cotangensy tych katow:

tgo, = Ax p, Ay py _ Axp, Ay, p =Ayp, - AX 4 |-ct o
1 (AXPA+AXAB) (AyPA+AyAB) o Ax;, FAVL AN, AX 5 FAX, AV e
tga, = Ax p, AY py _ AXpy AV o =AYy, - AX |-ct N
2 (Mg Axye ) (Avps+AVac) ) AxL, 4 AV, + Axp, Ax e + A, Ay e S8




Po uwzglednieniu, ze tg o, - ctg oy = 1 oraz dokonaniu odpowiednich przeksztatcen 1
redukcji, otrzymamy:

AXpa AV’ paTAXps Axap+ Axpa Ayap = (Axpa Ayap— Aypa- Axap)-ctg o

AX?ps+AYpa+AXps A act Axpa Ayac= (Axps Ayac— Aypa - Axac)-ctg o

Nastepnie przenosimy wszystkie wyrazy na lewa stron¢ i1 porzadkujemy zapis
otrzymujac:

Ax12>A + Ay12>A +Axp, (AxAB —Ay 4 -ctgo, )+ AY p, (AyAB +Ax 5 -ctga, ): 0

AXIZDA +A)’1%>A +AXp, (A'XAC —Ay ¢ -ctga, )"' Ay p, (AyAC +Ax o -ctga, ): 0

Jesli do powyzszych rownan wprowadzimy wzory na funkcje podanych wczesnie;
form rachunkowych: f1, f2, g1, 22, to para powyzszych rownan przybierze prostsza postac:

AX*ps+ AV pat fi-Axpa + fo- Aypa = 0 (9.39a)
AXps+AY pa— g1+ Axpa— g2 Ayps = 0

Po odjeciu powyzszych rownan stronami otrzymamy:

F

(fl+g1)°Apr + (fz‘*‘gz)'AypA: 0 ) aponiewaz f1‘|‘g1:F1 . ﬁ+g2:Fz oraz F,l = Fo )

2
_ Ay py _ , , )
stad: tg Aps = A —F, , co po przeksztatceniu daje wzor (9.38).
PA
Widoczne jest rowniez, ze:
CF ot A= fi+g _ Axp o AV Avye Ayye
0T B Aup + + ctga +1 —ctga —1
2T 82 1 2 0

co w zapisie algebraicznym daje rownosc:

Ax . —Ay ,-ctga, —Ax . +Ay . -ctga,

—tg Aps = (9.39)

Ax p -ctgoy + Ay 5 —Ax o -ctgo, —Ay ¢
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16. Katy pomocnicze

Znajomo$¢ wspotrzednych punktow A4, B, C
pozwala na obliczenie na ich podstawie kata y
( CBA) oraz wyznaczenie dlugosci a = BC, b = AB.

Po wprowadzeniu oznaczenia: 6 = PBA oraz
formuty na pomocniczy kat «

Kk=y+p, (9.40)
1 po zastosowaniu twierdzenie sinusdéw mozna
napisac:
sinfa +0) sina sink —8) sinf
= oraz =
BP a BP b

W wyniku podzielenia powyzszych réwnan stronami,
otrzymamy:

sin(a +8) _ sina -b (9.41)
sink —0) sinf} -a



Wyrazenie utamkowe stanowiace prawa stron¢ powyzszego rOwnania jest znang
wielkoscia, ktora oznaczymy symbolem K, zas sposob jej obliczenia wyraza wzor (9.41a):

K- b -sino 041
 g-sinP (O-41a)

Wyrazenie po lewej stronie rownania (9.41) w wyniku zastosowania wzoréw na
sinus sumy 1 roéznicy katow oraz po podzieleniu licznika 1 mianownika przez coso przyjmie

postac:

K sin(@ +0) _ sina + cosa. - tgo

sinlk —8) sink —cosk -tgd ’

ktora pozwoli na wartosci tg o :



K -sink —sino

tg 0= (9.42)

K -cosk + cosa

Znajac tgo, a nastepnie kat o, obliczymy wspotrzedne punktu P w oparciu
0 wciecie w przod:

[ obliczenie: App=Agi—8 : dsp=— -sin(a +3) :

SIN oL
Xp:XB+ dBP' COSABP N YP: YB+ dBP' SiIlABP.

II obliczenie: Aup= Aps— (0+d) ; dup= .a
sino

Xp :XA+ dAp' COSAAP N Yp: YA+ dAp' SiHAAp.

-sIno ;

Kontrola obliczenia wspotrzednych punktu P polega na obliczeniu ze
wspotrzednych co najmniej jednego danego kata np. APB, BPC , lub APC.

Nierozwiazalno$¢ wecigcia wstecz, gdy punkty: 4,B,C,P znajduja si¢ na tym
samym okre¢gu, wynika w podanym wyzej sposobie z nastepujacych rozwazan:

Z sumy katow trojkata ABC (rys. 9.15) wynika, ze: a + B +y = 180°, a poniewaz z
zalozenia B +y=x, awigc: k= 180°—a..

Wyrazenie K z wzoru (9.41) bedzie rowne jednosci:
sinf +0) sin(a +0) 1
sink —0)  sin[180° — (o +90)] ’

w zwiazku z czym tg 0 okreslony na podstawie wzoru (9.42) wyniesie:
tgd = SINK — sinq

COSK + cosa



Ocena dokladnosci wceigcia wstecz

Metoda analityczna oceny dokladnosci wcigcia wstecz opiera sie o zwiazki
funkcyjne pomiedzy szukanymi wspotrzednymi Xp, Yr punktu wceinanego a obserwacjami
katowymi a, f, ktore zapisac¢ jako rdéznice azymutow ramion danego kata:

o =Aps— Apa ,B = Apc — App

Y, -, Y,-Y A
a stad o = arc thB; —arc tg XA);
B S N (9.43)
Y. -7, Y, -Y
oraz B=arctg < 7 —arctg 2 "7
c B_XP y

Zrozniczkowanie powyzszych wzorow pozwala uzyska¢ dwa rOwnania wyrazajace
zwiazki pomigdzy rézniczkami katow da, df a rozniczkami niewiadomych dXp, dYp. Po
rozwigzaniu ukladu dwoch réwnan o dwoch niewiadomych: dXp, dYpr oraz zastapieniu
rozniczek bledami srednimi, a ponadto zakladajac jednakowa doktadnos¢ obydwu katow,
otrzymamy wzor (9.44), w ktérym wystepuja tzw. wspotczynniki kierunkowe obliczane dla
boku ij na podstawie wzorow:

Ax.. Ax, cos 4.
dy = 2] - 2 : 2 ’
d; Ax; +Ay; d;
(9.44)
o Ay, _ Ay, _ sin 4,
y 2 2 2
d i Ax; + Ay; d i
oraz wyznacznik D obliczany w oparciu o wspotczynniki kierunkowe:
D= bpy —bp;,  —(apy, —ap,) (9.45)
bPC N bPB N (aPC — pp)

W oparciu o podane wyzej wielkosci mozna zapisaé wzoOr na Sredni btad
potozenia punktu wcigtego wstecz jako:



mOL
e @ =) + (o = b 4 Gy = ) + by =) (9.46)

mp ==

Btedy srednie katow sa z reguly wyrazane w mierze stopniowej () lub gradowe;

(), totez wspotczynniki kierunkowe obliczone ze wzorow (9.44) nalezy wowczas
pomnozy¢ przez odpowiedni zamiennik miary tukowej p (p"=206 265" lub p*“=636 620).

Metoda analityczno-graficzna oceny doktadnosci wcigcia wstecz opiera si¢ na
obliczaniu szerokos$ci wsteg wahan za pomoca wzoru (9.29) oraz pola figury biledow
powstate] w wyniku ich przecigcia. Przyjmujac oznaczenia podane na rys. 9.16 szerokosci
wsteg wahan dla katow a 1 S zapiszemy jako:

d,,-d dyp-d
e, = T " .m  oraz ey = BE 2 m (9.47)
a b
Pole rownolegloboku btgdow wyniesie natomiast:
4.e -e
p.=— P (9.48)

sin @



iloraz dtugosci skrajnych bokow wcinajacych: dap : dep = k. Miejscem geometrycznym
punktow speliajacym warunek statosci stosunku dtugosci bokéw AP:CP jest tzw. okrqg

Apoloniusza o promieniu 7, ktorego dtugos¢ mozna obliczy¢ ze wzoru:

k-d
r=— A 9.49
PRI (9.49)

W lewoskretnym uktadzie wspotrzednych prostokatnych o poczatku w punkcie
statym A 1 osi Oy skierowane] wzdluz proste) AC wspotrzedne srodka tego okregu

k-d,.
k*—1

wyniosa: x=0; y=



Z kolei warunek pierwszy speinia te punkty P, z ktérych odcinek AC jest
widoczny pod katem o + f = 270° — y, a wigc ich miejscem geometrycznym jest inny okrag
o cigciwie AC 1 jej kacie srodkowym 2(a + f).Wynika to ze znanego twierdzenia, ze kat
wpisany w okrag jest rowny potowie kata srodkowego opartego na tej samej cigciwie.
Konstrukcja okregu Apoloniusza 1 znalezienie potozenia jego srodka obeymuje nastepujace
czynnosci graficzne:

e wystawienie prostopadtych do odcinka AC na jego koncach,

e odtozenie od obu prostopadlych jednakowych katow (a+p) 1 wykreslenie ich
ramion,

e zaznaczenie srodka okregu O; w punkcie przecigcia si¢ ramion 1 wykreslenie go
poprzez opisanie cieciwy AC.

Dla wcigcia wstecz wykonanego z punktu przeci¢cia obu okregow figura btedow
jest kwadratem, za$ pole tej figury osiaga minimum w stosunku do innych mozliwych
potozen punktu P. Najkorzystniejszy przypadek wcigcia wstecz wystepuje wtedy, gdy
punkty dane tworza trojkat rOwnoboczny, zas punkt szukany znajduje si¢ w srodku jego
cigzkosci. Dhugosci celowych d sa wtedy jednakowe. Do wstepnych 1 przyblizonych analiz
doktadnosci mozna wykorzystywac¢ wzor:

mMp [(cm] = £ 0,14°ma[0°]'d[km]* (9.50)



